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Kapitel 1

Einleitung

Bei der Fierz Identitdat handelt es sich um eine nach dem schweizer Physiker
Markus Fierz benannte Eigenschaft von Spinoren(Dirac, aber auch allgemei-
nere). Mit der Fierz Identitdt kann man ein Produkt aus zwei Spinor Bilinie-
arformen in eine Linearkombination aus Produkten von Spinor Biliniearfor-
men umschreiben. Dies ist niitzlichen wenn man gewisse Teilchenreaktionen
beschreiben will. Man betrachte einfach eine 'normale’ Reaktion und eine
dazu gekreuzte, so werden die Amplituden der Obsverablen im Ergebniss im
Allgemeinen nicht gleich sein. Dennoch kann man, die einen Amplituden aus
den anderen errechnen in dem man die Fierz Identitit, welche die Bezie-
hung zwischen beiden angibt, verwendet. Die Fierz Identitét ist eingentlich
nur fiir Dirac-Spinoren definiert, jedoch gibt es entsprechende Verallgemei-
nerung fiir zum Beispiel Gell-Mann Matrizen(SU(3) Algebra) und auch fiir
allgemeine SU(N) Algebren. Diese werden dann als "allgemeine Fierz-dhnliche
Identitdten’(engl.: general Fierz-type identities) bezeichnet.
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Kapitel 2

Herleitung der Matrixelemente

2.1 Ansatz

Wir setzen an, dass man ein Produkt aus Spinoren wie folgt anschreiben
konnen:

(ahb) (eN'd) = 3 Fy(ad)(eA')

Dies funktioniert, weil die A’s(Definition folgt noch) ein vollstdandiges or-
thogonales System bilden. Wenn wir nun nur die A’s betrachten, kénnen wir
die Gleichung ein wenig umschreiben und danach auf beiden Seiten mittig
ein I' hineinmultiplizieren, welches die selben Eigenschaften wie A hat. Nun
miissen wir das somit erhaltene Gleichungssysteme, welche je aus 5 (Ma-
trix)Gleichungen bestehen, 16sen. Es hat folgende Gestalt:

( )a,@(r) W( )75_
asa(1)as(I) gy (1)y5+
apa(7° Jas (1) gy (5)45+
(") J(F)ﬁ'y(”Yl )vﬁ‘i‘
@aA(’YH’Y Jas (T )ﬁ'y(”Yu’YE))vﬂ"'
an (0")as (1) gy (00 )

Die A’s und I'’s kénnen nun fiir einen Skalar(1), Pseudoskalar(y°), Vektor(y7),
Axialvektor(y7%) oder Tensor(c*7) stehen. Dieses Gleichungssystem ist nun
nach allen a_ 4 zu 16sen. Am Ende erhalten wir 25 solche Koeffizenten, wel-
che wir dann als 5x5 Matrix anschreiben werden.

Fiir die spatere Rechnung ist es niitzlich alle Matrizen einmal explizit anzu-
schreiben:
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T = 1o
0
0
0
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0 0 00 -1 0
0o o] .5 o0 0 -1
1 o |77 10 0 0
0 -1 01 0 0
0 0 1 0 -1 0 0
o 10|l ., [-1 0 00
100’7710 o0 01
0 00 0 0 10
00 —i 0 i 0 0
i 0 0|77 "o 00 —i
0 0 0 0 i 0
01 0 100 0
00 1] 4. [0 10 0
oo o |’77T 1o 01 o0
10 0 0 00 —1
0 —1 0 1 0 0 0
0 0 -1 (W)_O—loo
o o o |V 0 0 -1 0
1 0 0 00 0 -1

Weiters werden folgende Relationen und Definitionen verwendet:

o =5(M =Y
,.YA,.}/T + ,.)/7',.))\ —_ 2g>\7'

/77’77' =4

757 =1

Yy s = ="

2.2 rechte Seite

Die rechte Seite der Gleichung sieht fiir alle Moglichkeiten von (I'),s gleich

aus:
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Im Fall (1)57

(( ) )( )(1)( )(7ﬂ+)ap(75)a5(Uﬁv(%)vﬁ"‘av(VM)MS(1),@7('7“)%3"*‘@&(7%75)&5(1)%('7”75)%@"_
0u(D)as S0(1) 1y (1) SP(15)-+ 00 (1) S (1) (17 )5 Sp (3 28) ()5 Sp 1) =

4@5(1)a5

weil alle anderen Spuren namlich Null ergeben

Im Fall (7°)g,

as(1)as(y ) 5 (1 )7ﬁ+ap(75)a5('75)ﬂv (75)%3+av('VH)aé('VE)),@W(7u)vﬁ+aa(7M75)a5(75)ﬁ7(7u'75)7ﬁ+
ar (0" )as (7 )ﬁ'y(UW)vﬁ
as(1)asSP(7°) + ap(7°)asd + @u(1")as0 + @a(77°)as0 + ar(0")as0 =

da, ('75 ) ad

dass die letzten Terme Null sind kann man sehr leicht durch explizites an-
schreiben von ~°, v*, ¥54* und " als Matrix sehen.

Im Fall (77)s,

@8((1)043(7;)ﬂ;(1z'yﬂ"')@p(75)a6(7T)ﬁv(75)7[3+av(7”)016(”YT)[?'Y('YH)W"‘%(7“75)016(77)[37(7;175)75"'
ai (0" ) as P)/T v\ Ouv )v8 =
0e(1)as5p07) + ty(1)as0 + 0u(1¥)as G4 + a(1)as + (0 )os) =

4@1, (’77— ) ad

fiir das verschwinden der letzten Terme kann man wieder das gleiche Argu-
ment wie schon zuvor verwenden.

Im Fall (v77°)g,:
@s(1)a5(7775)gw(1)w+@p(75)aa(vw5)m(Vs)wwv(7“)aa(’VWE’)m(’V“)wMa(7“75)aa(’VWE’)m(%%)wﬂL
ar(0")as (V7Y )ﬁv(UW)vﬁ =

as(l)a5sp(77’75) + ap(/yg))a&() + av(’yu)odo + aa(/yufyg))oﬁg;(_ll) + at(guy)aéo -

_4aa (’77—75)@5
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analoges Vorgehen wie zuvor

Im Fall (637)4,:

L

(0" )a ( )ﬁ’Y(UMV>’Yﬁ

as5(1)asSP(0™) + ap(77) 060 + @0 (1) 060 + a0 (777 ) a0 + @t (0" )as(— 1) (Va7r —
VTVX)ﬁW(VMWb VoV )vs =

a (0" )5 (—1)(—32)0ru07, =

8aa(0’\7)a5

Wie wir nun sehen stehen auf der rechten Seiten der Gleichung immer nur
Terme, welche nur aus dem jeweiligen I'y3 und Konstanten bestehen. Somit
wird das Losung des Gleichungssystem nach den Koffezienten a_ sehr erleich-
tert. Wir miissen nun nur noch die linke Seiten der Gleichungen berechnen
und vergleichen.

2.3 Skalar

Nun wahlen wir fiir A einen Skalar und rechnen uns die Koeffezienten fiir
alle Moglichkeiten von I' aus.

Fiir den Fall I's, = (1), folgt fiir die linke Seite:

(Dap(1)gy(1)5s =
(1)a5

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a; =

=

Fiir den Fall T'g, = (v°), folgt fiir die linke Seite:

(D)as(¥%)57(1)
(75)a5

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, =

AN,

o(1)as(0? ) ~(1) ﬁ+ap(75)a6(UAT)M(75>'Yﬁ+@v(7u)a6(‘7/v>ﬁv(7”)75"‘%(7”75)046(UAT)M(”Y#%)W"'
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Fiir den Fall I'g, = (77)g, folgt fiir die linke Seite:

(Dap(v)pr(1)rs =
(V" )as
Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = i.

Fiir den Fall T'g, = (777%)g, folgt fiir die linke Seite:

(D)ap(77 %) gy(1)7s =
(777°)as
Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —i.

Fiir den Fall I'g, = (¢7) s, folgt fiir die linke Seite:

(Dap(077) gy (1)55 =
(OAT)Q5

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a;, = %.

2.4 Pseudoskalar

Als néachstes wahlen wir fiir A einen Pseudoskalar und rechnen uns die Ko-
effezienten fiir alle Moglichkeiten von I' aus.

Fiir den Fall I'g, = (1), folgt fiir die linke Seite:

(V) as(1)sy(75)76 =
(7")ap(75) 88 =
(1)a5

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = i.

Fiir den Fall T'g, = (v°)g, folgt fiir die linke Seite:

)as(7%)+(V5)78 =
(7)ap(1)ss =



12 KAPITEL 2. HERLEITUNG DER MATRIXELEMENTE

(7°)as

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = i.
Fiir den Fall I'g, = (77)g, folgt fiir die linke Seite:
(7°)as(Y7)9(75)46

~(7)as

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —i.

Fiir den Fall T'g, = (v79°)g, folgt fiir die linke Seite:

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = i.

Fiir den Fall T'g, = (0'7)3, folgt fiir die linke Seite:

7)a (UAT)M(%)W& =

5)af(vW — 7y )ﬁ'y(%)v
Y57 s — VP Y5 Y M) a8 =
M= as =

)\T)

(v
(v
(v

(
7
5
7
5
2
5
(o

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a; = %.

2.5 Vektor

Nun wahlen wir fiir A einen Vektor und rechnen uns die Koeffezienten fiir
alle Moglichkeiten von I' aus.

Fiir den Fall I'g, = (1)g, folgt fiir die linke Seite:

(7")as (1 )ﬁv(’Yu)

(v M)aﬁ(%t)ﬂcs
4(1)as
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Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = 1.

Fiir den Fall T'g, = (7°)4, folgt fiir die linke Seite:

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —1.

Fiir den Fall I'g, = (77)g, folgt fiir die linke Seite:

(Y)as(Y )y (V) ys =
V)ap(= (V) 8y (77)vs + 29],) =
as T 2( T)aé

(e

Sy
,.lk

(")
—2(v7)

(S9]

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —

[N

Fiir den Fall I'g, = (777°)3, folgt fiir die linke Seite:

(7)as(Y ) 8y (Vu)vs =

(VH)aﬁ( 7'75)&/(7#) 6(75)&“( )C5 =

(7)o (=) (V)5 =
V) ap (V)" — 29;)/34( *)es =
Y )as = 2(7 )as =

( 7'7 )a5

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —%.

Fiir den Fall I'g, = (¢77) 3, folgt fiir die linke Seite:

(VH)aﬁ(UAT)ﬁ“/ (%ﬂ)%
0

Die Rechnung ergibt Null wegen der Symmetrie des Ausdrucks der beiden
v*’s und der Antisymmetrie des Tensors 0*". Durch Vergleich mit der rechte
Seite erhalten wir a; = 0.
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2.6 Axialvektor

Nun wahlen wir fiir A einen Axilvektor und rechnen uns die Koeffezienten
fiir alle Moglichkeiten von I' aus.

Fiir den Fall I'g, = (1)g, folgt fiir die linke Seite:

) ( )ﬁw(%ﬂ%)% =
V) (Vu¥s) g5 =
ot () )ﬁ( Vu)ps =

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir agz = —1.

(v
(v
(

Fiir den Fall T'g, = (v°), folgt fiir die linke Seite:

(Y*)as(Y") gy (Vu¥5 )76 =
(V") (Y ¥5) 16 =
4(’75)045

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = 1.

Fiir den Fall I's, = (77)g, folgt fiir die linke Seite:

(7*7°)as(y )m(%%)w =
(7“75)aﬁ(7 V) 8y (V57 Y5 )vs =
(7)as(=77)py (= V)vs =
(V) ap(=7uY" +29,)p5s =
(=47 + 27" )as =

—2(7")as

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —%.

Fiir den Fall T'g, = (777°)g, folgt fiir die linke Seite:

(7*7)as(Y ") 3y (VY5 )6 =
(7”) ﬂ( )ﬁ'y(’h%)'yé =
(v T’V QQT“)M(VW )5 =
(4 Y°)

ad —

2(v7 )
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Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = —%.

Fiir den Fall T'g, = (07), folgt fiir die linke Seite:

(7”75)015 (UAT)M (7#75)75
0

Die Rechnung ergibt Null wegen der Symmetrie des Ausdrucks der beiden

v"~%’s und der Antisymmetrie des Tensors ™. Durch Vergleich mit der rech-
te Seite erhalten wir a; = 0.

2.7 Tensor

Nun wéahlen wir fiir A einen Tensor und rechnen uns die Koeffezienten fiir
alle Moglichkeiten von I' aus.

Fiir den Fall I'g, = (1), folgt fiir die linke Seite:

(0"

( )ﬁ'y(aw)vé
=) as (1) gy (Vu Ve — Vo Vu)vs =

7 — YY) as(Vu Ve — Vo Vu)gs =

Y YV = VY VY — 7“7”%% + YY) as

VY YV — 4% — A + VNV as =

7 7 ( 71/7;1 + 29uu) —16—-16 + 7 Vu( 7#71/ + QQMV))O‘6

—16 + 29"y, — 16 — 16 + 16 + 29", )as =

—1648—16 — 16 + 16 + 8) 45 =

\2\2\—/

%IH%IH#IH%I»—%I»—%IH%IH
H A A NN N N N

—_
[\~
~—~
~—
Q
S<)

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir as = 3.

Fiir den Fall T'g, = (v°)g, folgt fiir die linke Seite:

(Uw)aﬁws))ﬁv(gw)% =

%W‘v = Y)Y VY = VW) g5 =

%(v”v — 7Y as (Vs 1Y — v5vyv5v5vuz5v5)ga =
— (" =) ap (=) (=) = (=) (=79)7") g5 =
— (v — 7”7’%@((%% VoY)V’ s =

—_

2 ('75)a5
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Der Grofiteil der Rechnung verlduft dann total analog zum skalaren Fall.
Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = 3.

Fiir den Fall I's, = (77)g, folgt fiir die linke Seite:

(Uuy)aﬁ('y )ﬁv(UW)'YJ =

— (Y =Y as (V) gy (Ve — W Vu)ys =

— (VY V= VY VY — VY Ve YV Ve V) as =

=1 (Y (=0 + 2900 — Y=Y+ 290) 7 — Y (T + 290) v +
ol ’y"( YY"+ 290) V) as =

— (=YY + 29 Y g + YN e — 27 e + PP e +
299 9 = VYN Ve 27V G Vi) as =

— 1 (Y Y Y Y AT =27 Y A T 2P Y=Y Y Yt

ad —

I>—‘»J>I .J>

o0

)
S

SN—

=299 Y + AT + 1697 )as =
=29 (=Y + 29007 + 497 (=0T + 297) + 1697 )as =
’y Y% — 4 Y — 1697 + 897 4 1677 )as =
Y'Y Yy + 87 )as =
Y (=% +29]) + 87 )as =
167 + 87+ 87 )as =

8

AAAAAA

»&IH»&IH»&IH»&IH»&IH%I»—‘

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = 0.

Fiir den Fall T'g, = (777°)g, folgt fiir die linke Seite:

(Uuy)aﬁ(VTV5)ﬁ'y(‘7uV)'yé =

(V"7 = Y1) ap(YY )m(%% %%)wa =

(V7 = YY) a8 (Y V50157 = Y Y%7 1157 8
(V7 = YY) (Y (=70) (=97 = A (=) (=7u)7%) g5 =
(v“v = YY) as(Y VW — VW)Y ) s =

v

1
4
1
4
1
4
1
1

Der Grofiteil der Rechnung verlduft dann total analog zum vektoriellen Fall.
Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a, = 0.

Fiir den Fall T'g, = (6*7), folgt fiir die linke Seite:

(" . ap(027) 5y (T s )s T \
—5((v"y" = v Y ap(YYT =Y )m(%% %%)wa)
(Y PY =V A*PAT = VYA + VA ay (VYo — W Vu)s) =
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1 0 L e A e R et e A P P L L e 0 7 TP e L e e P s e e L PR TR
VAPV NN+ VANV = VAT VN ot =

— (VY N = VYN — VY Ve F VY Ve =
=1V (=0T + 20000 — VYV (YT + 20000 — Y (=t +
29,00 + VY (=1 + 200 W )as =

S St e e e 70 e e e o e e e i P2t 9 L e P i P
27" = VYN M + 277 N )as =

— 5 (=YY V(=0 £ 200) + 27 (= + 207 )% + VY (=0T +
297) = 29" (=1 +202) VY Y (=1 +290) = 29N (=T +267T) e —
VAN V(=0 +290) + 297V (=0T +207))as =

— 5 (VY PN 29— 8T YT = Y T 2T
e e e s e e P e e e e P - e i L U e L e PR P e
27T — 29T + AT as =

— (P (=9 + 29007 = 2=V P+ 20 P Y=V (P g+
297 (=" + 20 + 297 (=T + 20007 — (=T + 200) %
29 P (=" + 200) + V(=T + 20007 — 29N (=" + 207y, -
29" (=% +299)7 as =

— 1 (=YY T8V 27 Y = AV Y T =29 T -
8V Y4y =8V H AT Y T =8y =29 T Ay T
VYT 29T 8V = AT 8T — AT o =

— (Y (= 20077+ 297 (=M 420+ 29 (1 200 )7 +
YAV (=T +290) 7 =27 (=Y 29007 =277 (=1 290 )7 12977 —
12977 )as =

— 1 (YT 29 T =8 YT =8 YT AT R Y
29T+ 8T — AT 89T — 4T+ 12977 — 129745 =

— (M (=7 2900 =29 (=Y 2907 = (= 29,00+
29 (=Y + 2907 + 12907 — 12979 )as =

—1(=16927 + 8927 + 8927 — 4T + 16777 = 87N = 8T + Ayt +
129297 = 12977 )as =

— 1M =87 as =

—2i(V" =Y )as =

_4(0')\7-)@6

Durch Vergleich mit der rechte Seite erhalten wir a; = —%.

2.8 Ergebniss

Wenn mann nun die einzelnen Koeffizienten geschickt anordnet ergibt sich
folgendes Schema:
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s Vv T A P
AN N
v 1 -1 0 -3 -1
T 3 0 -+ 0 3

1 1
ﬁ;l_igfi

4 4 8 4 4

Es ist fiir das selbe A von links nach rechts zu lesen. Diese Matrix ist die ge-
suchte Matrix der Koeffizienten der Fierz Identitdt. Durch die gut gewéhlte
Anordnung ist sie symmetrisch beziiglich des zentralen Elements.

1 1 r 1 1

4 41 8 411 4

1 -1 01 -3 -1
3.0 —5 0 3
-1 -3 0 —3 1

11 1 171

4 4 8 4 4



Kapitel 3

Physikalische Bedeutung

3.1 Allgemein

In der Teilchenphysik werden Fierz Identitéiten immer wieder gebraucht. Man
verwendet sie zum Umschreiben von Reaktionen auf andere bis auf Ampli-
tuden gleichwertige, welche aber leichter zu berechnen sind. Man nehme vier
Bispionoren a, b, ¢ und d und schreibe Produkte von daraus konstruierten
Lorentzskalaren an:

(al';b)(cl'd) = ; Fi(alyd)(c'D)

Die I'; entsprechen dann unseren iiblichen Skalar, Pseudoskalar, Vektor, Axi-
alvektor und Tensor. Mit Hilfen der Koeffizenten der Fierz-Matrix kann man
nun die Amplituden verschiedener vergleichbarer Reaktionen ineinander um-
rechnen.

3.2 Beispiel: Neutrino-Elektron Streuung

Am Beispiel der Neutrino-Elektron Streuung lasst sich die Wirkung der Fierz-
Transformation veranschaulichen. Sie fiihrt die beiden tree-level Feynman-
Graphen (a) und (b) ineinander iiber:

19
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